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NOTAS MATEMATICAS
1. - Construcci6n de una sucesi6n de nurnero s naturales (n\()
tal que lim cos n" = 1.
Ir-+a.
Vamos a construir do s sucesiones crecientes de nurnero s na-
turales (nk), (PlI) tales cue
LEMA. - Para l dado, existe m (nurnero natural) y e' tal que
(2) 2Tl:: ±(fm- e: '~/t"l/2
don de se toma el signo (-) cuando e < o.
DEMOSTRACION. - Sea:
rno = [2T\/1'C ,]
entonces 21t' = (£.\ m. + A , don de 0 ~ A < lE.\
Si l:J. ~ I~l /2 , entonces se puede poner m = y t,'= ±A
Si Ii.:> '~l/2 , entonces se tiene
(3) 2J( = (el (ma + 1) - (I~' - A )
Comparando (2) y (3), se obti ene :
m = mo + 1, 0 < i e' = Ie \ - A < I~1/2
Ahora suponemos la relaci6n
(4)
En el lema anterior, tornando: m K = m, tlr;= C. y G"+l = E'
y multiplicando ambos miembros de la igualdad (4) por mK' se ob-
tiene
m" ntr. = 2 ~ m kP '" + m '< £k
= 2 7t' (m l<. p k + 'I) + (Cl<m" :t 2}\)
(5)
21t(m"",p ... ±1) + Ek+1=
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Sean '1\<;-.1= m....n k ' p"•• = + entonces (5) sem ...Pk -
convierte en
(6) "'1(+1 = 2]( P k~1 + t 1<+. 1 IChi I Gk \ ~1
Por 10 tanto, aplicando lo induc ci on rnctemdt icc, poderr.o s construir dos
sucesiones crecientes de numero s naturales (nle;)' (p k)' tales que
(7) n k. = 2}{' p k. + €. k ' , £k... t s; lSi
donde n1, Pi' pueden tomar cualquier valor. De (7) se obtiene
cos n", = cos (2ilpk.. + CI() = cos Sk,-+l (k --. 00)
( Yu Takeuchi, U. NAL.
2. - Los unicos enteros positivos distintos (diferentes de ce-
ro) tales que /' = x"1 son 2 y 4. (N. Bourbaki, Alg.chap. I).
1 Z l. 3
Como 2 :/: 1 y 3 -4: 2, basta establecer la desigual-
dad y)( < x>' para cualquier pareja de enteros (x, y) que cumpl on /a
condicion y > x l 3. Yo que y > x, escrbiendo y = x + z, con
Z > 0, lo desigualdad a mostrar es (x + z)x < x)(-+z para cualquier
entero x 2 3. En efecto : por el teorema del valor medio se tiene
- .. .. X
para a > 0, que e -1 = a eO, donde 0 < x. < a. Como
e~o~ 1 debemos tener eQ. - 1 ~ a.
Haciendo a = z/x en la ultima desigualdad, resulta





(1 + ~))( Iz < e
Como e < 3 ~ x, tenemos que





(x + z)" < x~+x O. Q.O.
(Jonuario Varela, Jairo Charris, U. NAL.)
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3. - Demostrar que las unicas tripletas (rn, n, p) de rnirnero s
naturales :t 0 tales que (m"')p = (~lC.P) son: (l,n,p) para
n y p cualesquiera, (m,n,1) y (m,n,2), m y n arbitrarios.
OP) 1 P
Como m =4: (rn ) para m, p ::t: 1 las unicas triple-
tas por considerar son las de la forma (rn, n, p ) con m "> 1 y n, PJ3
Pera que una de estes tripletas see tel que (m "') P m(I'\,P) es ne-
cesario y suficiente que n p = nil, por tanto Ie propiedad asociativa
no se cumple para estas tripletas si demostremos que n P > n p pera
n,p enteros po siti vo s "'> 3, 10 cual se hece por inducci on sobre p:=
i) n3 > 3n porque n3> n~ > 3n pues n '> 3
i i ) Supongamos eue n P > p n ; en este caso
tl'+'= n n P > n ( n p) > 2 n p '> n p + n = n (p + 1),
Con 10 cuel queda termineda la de smo str cci on ,
«Alumnos 3er ana Fac. Matemeticas, LJ. NAL.)
4. - Nota sobre las derivedas de las funciones que tienden al
infinito para un valor finito de la veriable.
Si una [un ci on tiende al infinito cuando la variable tiende a
un valor finito a, 10 mismo sucede en general para su derivada •
(Eugl;ne Rouche et Lucien Levy: Analyse infinit~simal a I'usage des
Ing~nieurs, tome p r e m ie r , , Paris, Gauthier - Villars e t file, 1900 ).
EI objeto de la presente note es el de mo stror que si Ie deriveda tiende
a un limite este es siempre infinito, perc que hay funciones aue crecen
indefinidamente, sin que su derivada tienda e un limite.
Para fijar les idees se supondrc que lo variable tiendea a por
la izquierda. Se adrnitiro iquol men te que en un intervalo abierto )<l...~,,,,(
exi ste la derivada. Sea b un punto interior de este intervalo, puntc
por 10 demos arbitrario, y sea b + h un punto tornbi en interior a dicho
intervalo, situado a la derecha de b. Aplicando el teorerna del valor
medic, se tendrc
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f(b + h) = f(b) + hf'(b +6h),
Si el punto b + h se acerca indefinidamente al punta a,
f( b + h) crecerd mas alia de todo limite, y siendo f( b) fijo y h un
nurnero que no crece indefinidamente, f' (b + e h) tornord valores ma-
yores Que cucl oui er mimero dado, si la funci6n f tiende a +"0 cucn-
do x tiende a a por la izquierda.
Por consiguiente, en todo intervalo, por pequefio que sea, si-
tuado a Ia izquierda de a, y que tenga este punta por extremo supe-
rior, habra puntos z + 8 h en los cuales f' (x) es mayor que cuol-
auier valor prefijado. Se puede concluir, pues, que si f' (x) tiende a
un limite cuondo x tiende a a por la iz ouierdo, este limite es infini-
to.
EI ejemplo siguiente mue strc que la funci6n puede crecer in-
definidamente sin que su derivada tienda a un limite. Sea
f(x) =..L senX-'
'X.
Si x tiende a 0 por la derecha, f (x) crece .indefini dornen-
teo Para x 4: 0 su derivada es
(x4:0)
f • ( x ) = - (1 + co s ( 1 / x )) / x '2.
Cucndo x ti en de a 0 por Ia derecha el pri mer factor, que
crece indefinidamente, es finito para x + O. EI segundo factor o sc il o
entre 0 y 2 infinidad de veces en todo intervalo Que contenga a 0
pOJ extreme inferior. Por con siguiente, f' (x) vor icr d entre 0 y
(-2)/x2, y la derivadano tiende a ninqun limite. Si f(x) tiende
a 0 al crecer x indefinidarnente subsiste una propiedad analoga: Si
exi ste Ia deri vada para todos 10 s valores de x esta deri vada tiende a
o 6 no tiende a rrinqun limite. En efecto, sea a un punto tal que para
el y para todos los valores de x superiores a a se tenga
\ f( x ) \ < £/2 (x')a)=-
siendo e un numero tan pequefio como se quierc, Para h '> 0 se
tendrc
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f(a + 11) Ha) + hf'(a +9h)
o sea
I f(a + h) - f(all = hlf'(a + e hll
y portanto,£.>hlf'(a +ah~, y p or o rto do h) 1, &>tf'(a + h)l.
Por consiguiente, siempre exi st ir on puntos a 10 derecha de a
para los cuales el valor cl.sol uto de 10 derivada es ton pe quefio como
se oui er o, Luego si 10 derivada tiende a un limite este necesaria rr.en t e
es O.
Pero no siempre 10 derivada tiende G un limite, como 10 mues-
tra el siguiente ejemplo :




f ' ( x ) = (_ sen x 2. ) / x 2. + 2 co s x.2
funci6n que no tiene limite cucrido x crece indefinidamente por vcl o-
res positivos.
Si en vez de ser lim f(x) = 0 fuera lim f(x) = a, basta-
)(-tCll:J )(~ ~
rio considerar 10 Iun ci on f(x) - a para Ilegar a los mismas conclu-
siones.
(Luis Ignacio Soriano, U. NAL.)
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